
1. (À. Òîëïûãî) (çàäà÷íèê "Êâàíòà", 1990 ã.) Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòî íà áåñêîíå÷íûå

àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè ñ ðàçíîñòÿìè d1, d2, . . . .

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî ïðîãðåññèé êîíå÷íî, òî 1
d1

+ 1
d2

+ · · · = 1.

á) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ïóíêòà à), åñëè ÷èñëî ïðîãðåññèé áåñêîíå÷íî?

2. Ïëîñêîñòü îñâåùåíà ïðîæåêòîðàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ îñâåùàåò óãîë.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî ïðîæåêòîðîâ êîíå÷íî, òî ñóììà óãëîâ íå ìåíüøå 360◦.

á) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ïóíêòà à), åñëè ÷èñëî óãëîâ áåñêîíå÷íî (ñ÷åòíî)?

3. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü â êëåòêè áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû

êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àëîñü ðîâíî îäèí ðàç, è ÷òîáû ëþáûå äâà ÷èñëà èç îäíîé ñòðîêè èëè îäíîãî

ñòîëáöà áûëè âçàèìíî ïðîñòûìè?

4. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M = (a1, a2, . . .) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî êàæäîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ÷èñåë èç M?

5. Ìîæíî ëè îêðàñèòü öåëî÷èñëåííûå òî÷êè ïëîñêîñòè â 2007 öâåòîâ òàê, ÷òîáû âñå öâåòà ïðèñóòñòâî-

âàëè, íà êàæäîé ïðÿìîé (ñîäåðæàùåé íå ìåíåå äâóõ öåëûõ òî÷åê) ðàñêðàñêà áûëà ïåðèîäè÷åñêîé, à

ðàñêðàñêà ïëîñêîñòè íå áûëà ïåðèîäè÷åñêîé? (Ðàñêðàñêà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè

íàéäåòñÿ íåíóëåâîé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, ïðè ñäâèãå íà êîòîðûé ðàñêðàñêà ïåðåõîäèò â ñåáÿ.)

6. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f : Z → Z, îòëè÷íàÿ îò ìíîãî÷ëåíà, òàêàÿ, ÷òî f(a)− f(b) äåëèòñÿ íà a− b
äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ öåëûõ a è b?

7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ M > 2 ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . òàêîÿ ÷òî 1)

ai > M i äëÿ âñåõ i; 2) öåëîå n íå ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå

m è b1, . . . , bm ∈ {−1, 1} òàêèå, ÷òî n = b1a1 + b2a2 + . . .+ bmam.

1. (À. Òîëïûãî) (çàäà÷íèê "Êâàíòà", 1990 ã.) Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòî íà áåñêîíå÷íûå

àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè ñ ðàçíîñòÿìè d1, d2, . . . .

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî ïðîãðåññèé êîíå÷íî, òî 1
d1

+ 1
d2

+ · · · = 1.

á) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ïóíêòà à), åñëè ÷èñëî ïðîãðåññèé áåñêîíå÷íî?

2. Ïëîñêîñòü îñâåùåíà ïðîæåêòîðàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ îñâåùàåò óãîë.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî ïðîæåêòîðîâ êîíå÷íî, òî ñóììà óãëîâ íå ìåíüøå 360◦.

á) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ïóíêòà à), åñëè ÷èñëî óãëîâ áåñêîíå÷íî (ñ÷åòíî)?

3. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü â êëåòêè áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû

êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àëîñü ðîâíî îäèí ðàç, è ÷òîáû ëþáûå äâà ÷èñëà èç îäíîé ñòðîêè èëè îäíîãî

ñòîëáöà áûëè âçàèìíî ïðîñòûìè?

4. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M = (a1, a2, . . .) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî êàæäîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ÷èñåë èç M?

5. Ìîæíî ëè îêðàñèòü öåëî÷èñëåííûå òî÷êè ïëîñêîñòè â 2007 öâåòîâ òàê, ÷òîáû âñå öâåòà ïðèñóòñòâî-

âàëè, íà êàæäîé ïðÿìîé (ñîäåðæàùåé íå ìåíåå äâóõ öåëûõ òî÷åê) ðàñêðàñêà áûëà ïåðèîäè÷åñêîé, à

ðàñêðàñêà ïëîñêîñòè íå áûëà ïåðèîäè÷åñêîé? (Ðàñêðàñêà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè

íàéäåòñÿ íåíóëåâîé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, ïðè ñäâèãå íà êîòîðûé ðàñêðàñêà ïåðåõîäèò â ñåáÿ.)

6. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f : Z → Z, îòëè÷íàÿ îò ìíîãî÷ëåíà, òàêàÿ, ÷òî f(a)− f(b) äåëèòñÿ íà a− b
äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ öåëûõ a è b?

7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ M > 2 ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . òàêîÿ ÷òî 1)

ai > M i äëÿ âñåõ i; 2) öåëîå n íå ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå

m è b1, . . . , bm ∈ {−1, 1} òàêèå, ÷òî n = b1a1 + b2a2 + . . .+ bmam.


