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Áîé � 1. 22.09.2019. Ëèãà Ãðàíä.

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, Ia � öåíòð âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû BC. Ïóñòü K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ BC ñ âíåøíåé áèññåê-
òðèñîé óãëà BAC, à E � ñåðåäèíà äóãè BAC. Äîêàæèòå, ÷òî K � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà
IIaE.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) îïðåäåëåíà óñëîâèÿìè a1 = 1 è an = n(a1+ a2+ · · ·+ an−1) ïðè âñåõ
n > 1. Íàéäèòå âñå n, äëÿ êîòîðûõ an äåëèòñÿ íà n!.

3. Âàíÿ è Ìàêñèì èãðàþò â èãðó íà äîñêå 6× 2019, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè. Íà÷èíàåò Ìàêñèì.
Çà õîä èãðîê êðàñèò íåêîòîðóþ êëåòêó (åùå íå ïîêðàøåííóþ ê ýòîìó ìîìåíòó). Ïðîèã-
ðûâàåò òîò, ïîñëå ÷üåãî õîäà âïåðâûå â íåêîòîðîì êëåò÷àòîì êâàäðàòå 3 × 3 ïîÿâÿòñÿ äâå
ïîêðàøåííûå êëåòêè. Êòî èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ?

4. Äàíû ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a > 1 è b > 1. Ïðîñòîå ÷èñëî p íàçûâàåòñÿ õîðîøèì,
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî an+ bn+1 äåëèòñÿ íà p. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íî ìíîãî õîðîøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

5. Ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà x, y, z óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
x2 − yz

x(1− yz)
=

y2 − xz

y(1− xz)
.

Äîêàæèòå, ÷òî
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6. Òî÷êè M è N � ñåðåäèíû ñòîðîí BC è AD âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî

AB + CD ≤ max(AM +DM,BN + CN).

7. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c ìåíüøå 1. Äîêàæèòå, ÷òî

a+ b+ c+ 2abc > ab+ bc+ ca+ 2
√
abc.

8. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Íàçîâåì (n+1)-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâà {1, 2, 3, . . . , 2n}
íåñêëàäíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ a, b, c ∈ A âûïîëíåíî a+ b ̸= c. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî
íåñêëàäíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, 2, 3, . . . , 2n}.

9. Äàíû 12 âåùåñòâåííûõ x1, . . . , x12, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé îòìå-
÷àþòñÿ òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëàì âèäà ±x1 ± x2 . . .± x12. Äîêàæèòå, ÷òî íè íà êàêîé
îòðåçîê äëèíû 2 íå ìîæåò ïîïàñòü áîëüøå 1000 îòìå÷åííûõ òî÷åê.

10. Ïóñòü k è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè f , îïðåäåëåííûõ íà ïîäìíîæåñòâàõ
ìíîæåñòâà {1, 2, . . . n} è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â {1, 2, . . . k} (âñåãî òàêèõ k2n). Îáîçíà÷èì
÷åðåç an ÷èñëî òàêèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ f(A

∩
B) = min(f(A), f(B)) ïðè

ëþáûõ A,B ⊂ {1, 2, . . . n}. Íàéäèòå lim
n→∞

an
kn+1

.


