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1. Ïî ñòîðîíàì óãëà PAQ ñêîëüçèò îòðåçîê BC ïîñòîÿííîé äëèíû (B íà AP , C íà AQ). Äî-
êàæèòå, ÷òî òî÷êà Íàãåëÿ òðåóãîëüíèêà ABC äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè.

2. Â ïðîñòðàíñòâå òî÷êè S è T ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà
ABCDE. Îáúåäèíåíèå ïèðàìèä SABCDE è TABCDE îêàçàëîñü âûïóêëîé áèïèðàìèäîé,
â êîòîðóþ ìîæíî âïèñàòü ñôåðó. Âíóòðè áèïèðàìèäû âûáèðàåòñÿ ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ âñåõ
áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû SABCDE è ïåðåñåêàþùàÿ ïëîñêîñòü ABCDE ïî îêðóæíîñòè ω.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ âñåõ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû TABCDE è
ñîäåðæàùàÿ îêðóæíîñòü ω.

3. Åñòü n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà èõ k-õ ñòåïåíåé ðàâíà 0 ïðè âñåõ íå÷åòíûõ
k, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà èõ k-õ ñòåïåíåé ðàâíà 0 ïðè âñåõ íå÷åòíûõ k.

4. Ïóñòü n è k � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì φ(φ(. . . φ(n) . . .))︸ ︷︷ ︸
k ðàç

= 1. Äîêàæèòå, ÷òî n 6 2 · 3k−1.

(Çäåñü φ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.)

5. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ ðåêóððåíòà, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèåì
xn = xn−1 + xn−p ïî ìîäóëþ p ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì, äåëÿùèì p2 − 1.

6. Ïóñòü← îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùóþ êëàâèøó íà êëàâèàòóðå. Åñëè îòêðûòü òåêñòîâûé ðåäàê-
òîð è ïîñëåäîâàòåëüíî íàæàòü êëàâèøè ¾ab←cd←←e←←f¿, òî ïîëó÷èòñÿ ¾faecdb¿. Íàçîâ¼ì
ñòðîêó B äîñòèæèìîé èç ñòðîêè A, åñëè ìîæíî âñòàâèòü â A íåñêîëüêî ← òàê, ÷òî ïîñëå
âáèâàíèÿ ïîëó÷èòñÿ ñòðîêà B. Äîêàæèòå, ÷òî B äîñòèæèìà èç A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A äîñòèæèìà èç B.

7. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bi}∞i=1 ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî bm + b2m + b3m + b4m + · · · = 1

m
?

8. Â ïîëíîì ãðàôå íà n âåðøèíàõ îðèåíòèðîâàëè ðåáðà òàê, ÷òî íåò îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà
íà 4 âåðøèíàõ. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ íà 3 âåðøèíàõ ìîæåò
áûòü?

9. Ñóùåñòâóþò ëè äâà áåñêîíå÷íûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà òî÷åê ïðîñòðàíñòâà A è B
òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

(I) Â îáúåäèíåíèè A è B íåò ÷åòûðåõ òî÷åê, ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè;

(II) Ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè èç A ∪B íå ìåíüøå 1;

(III) Âíóòðè ëþáîãî òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ìíîæåñòâà A íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà
òî÷êà ìíîæåñòâà B è íàîáîðîò, âíóòðè ëþáîãî òåòðàýäðà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ìíîæåñòâà
B íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà A?

10. Êîä â êîäîâîì çàìêå � ôèêñèðîâàííàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n öèôð � 0 è 1.
Êàæäóþ ìèíóòó Âàíÿ ïîñëåäîâàòåëüíî áðîñàåò ìîíåòó è íàæèìàåò ¾1¿, åñëè âûïàë îðåë,
è íàæèìàåò ¾0¿, åñëè âûïàëà ðåøêà. Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò ïîñëåäíèå íàæàòûå n öèôð
îáðàçóþò êîä, òî çàìîê ìãíîâåííî îòêðûâàåòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòîæèäàíèå âðåìåíè îò
íà÷àëà ïðîöåññà äî âðåìåíè îòêðûòèÿ çàìêà ðàâíî öåëîìó ÷èñëó ìèíóò.


